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Die  Erzeugnisse  kongTuenter  Grimdgebilde  sind 
fast  alle  spezielle  Gebilde  unter  den  allgemeineren  Er- 
zeugnissen projektiver,  gleichartiger  Grundgebilde;  sie 
weisen  besondere  Eigenschaften  auf.  Diese  speziellen 
Gebilde  sind  grösstenteils  bekannt,  aber  da  man  gewöhn- 
lich nicht  von  ihi-er  Entstehungsweise  aus  kongruenten 
Grundgebilden  ausgegangen  ist,  sind  einige  ihrer  Eigen- 
tümlichkeiten unbeachtet  geblieben.  So  ist  z.  B  nicht 
allgemein  bekannt,  dass  die  Erzeugnisse  kongruenter 
Grundgebilde  regelmässig  unendlich  viele  Erzeugungs- 
arten durch  kongruente  Grundgebilde  aufweisen.  Dies 
gilt  auch  für  die  nicht  speziellen  Erzeugnisse  kongruenter 
Grundgebilde. 

§  1- 

Der  Kreis  und  die  gleichseitige  Hyperbel  als  Erzeugnisse 

kongruenter  Strahlenbüschel. 

Wenn  zwei  kongruente  und  somit  projektive  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung  in  einer  Ebene,  aber  weder 
konzentrisch  noch  perspektiv  liegen,  so  erzeugen  sie 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Mittel- 
punkte der  Büschel  geht. 

Folgen  sich  homologe  Strahlen  der  beiden  kongru- 
enten Büschel  S  und  Si  in  gleichem  Drehungssinn,    so 


liegen  die  Schnittpunkte  ilirer  homologen  Strahlen  auf 
einem  Kreise,  weil  die  Peripheriewinkel  über  dem  Bogen 
SSi  gleich  sind.  Da  aber  alle  Peripheriewinkel  im 
Kreise,  die  auf  demselben  Bogen  stehen,  gleich  sind,  so 
wird  der  Kreis  aus  je  zwei  seiner  Punkte  durch  kon- 
gruente Strahlenbüschel  projiziert,  d.  h.  zu  jeder  der 
co^  Lagen,  die  S  auf  dem  Kreis  annehmen  kann,  gibt 
es  oD^  Lagen  von  Si,  so  dass  S  und  Si  Mittelpunkte 
kongruenter  Büschel  sind. 

Ist  der  Drehungssinn  homologer  Strahlen  der  kon- 
gruenten Büschel  S  und  Si  entgegengesetzt,  so  werden 
zwei  Paare  homologer  Strahlen  parallel,  und  das  eine 
Paar  steht  senkrecht  zum  anderen.  Die  Kurve  IL  Ord- 
nung hat  also  zwei  unendlich  ferne  Punkte  in  zwei  zu 
einander  normalen  Richtungen,  ist  deshalb  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  Da  die  Tangenten  in  S  und  Si  parallel 
sind,  so  müssen  S  und  Si  auf  einem  Durchmesser  der 
Hyperbel  liegen.  Die  gleichseitige  Hyperbel  wird  aber 
aus  den  Endpunkten  jeder  Durchmessersehne  durch  kon- 
gruente gegenläufige  Strahlenbüschel  projiziert.  ^)  Zu- 
sammenfassend erhalten  wir  also: 

„Wenn  zwei  kongruente  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung  in  einer  Ebene,  aber  weder  konzentrisch 
noch  perspektiv  liegen,  so  bilden  die  Schnittpunkte 
ihrer  homologen  Strahlen 

a)  einen  Kreis,  wenn  die  Büschel  gleichläufig  sind; 
derselbe  Kreis  wird  auf  >c'^  Arten  durch  kon- 
gruente Büschel  erzeugt; 

b)  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  die  Büschel 
gegenläufig  sind;  dieselbe  Hyperbel  Avird  auf  co^ 

^)  vergl.Reye,  Geom.d.Lage,4.  Aufl.  Leipzig  1899;  I.Bd,,pg.  116. 
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Arten  durch  Paare  kongruenter  Büschel  erzeugt, 
deren  Mittelpunkte  auf  je  einem  Durchmesser 
liegen." 

§  2. 
Die  Parabel  als  Erzeugnis  kongruenter  Punktreihen. 

Wenn  zwei  kongruente  Punktreihen  u,  ui  erster 
Ordnung  in  einer  Ebene,  aber  weder  in  einer  Geraden 
noch  perspektiv  liegen,  so  erzeugen  sie  die  Tangenten 
einer  Parabel,  weil  ihre  unendlich  fernen  Punkte  einander 
entsprechen,  deren  Verbindungslinie  also  eine  unendlich 
ferne  Tangente  ist.  Aus  der  Kongruenz  von  u  und  ui 
folgt  ferner,  dass  die  x\bschnitte  zwischen  den  Berührungs- 
punkten der  Geraden  u,  ui  und  ihrem  Schnittpunkt 
A=Bi  gleich  sind:  AB  =  AiB.  Die  Sehne  AiB  wird 
aber  von  der  Mittellinie  des  Winkels  (u,  ui)  senkrecht 
geschnitten  und  gehälftet;  die  Mittellinie  ist  mithin  die 
Axe  der  Parabel.  Zwei  Parabeltangenten,  die  sich  auf 
der  Axe  schneiden,  sind  allemal  Träger  kongruenter 
Punktreihen,  die  den  Tangentenbüschel  der  Parabel  er- 
zeugen ;  denn  sie  schneiden  den  Büschel  in  ähnlichen 
Punktreihen,  deren  homologe,  von  den  Berührungspunkten 
und  der  Axe  begrenzte  Strecken  aber  gleich  sind.  Wir 
gelangen  also  zu  dem  Satz: 

„Zwei  kongruente  Punktreihen  I.  Ordnung,  welche 
in  einer  Ebene,  aber  weder  in  einer  Gel*aden,  noch 
perspektiv  liegen,  erzeugen  die  Tangenten  einer  Parabel ; 
diese  Tangentenschar  kann  auf  oo^  Arten  durch  kon- 
gruente Punktreihen  erzeugt  werden,  welche  symme- 
trisch zur  Axe  der  Parabel  liegen." 
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§  3. 

Das  allgemeine  und  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid 

als  Erzeugnisse  windschiefer  kongruenter  Punktreihen. 

Zwei  windschiefe  kongruente  Punktreihen  I.  Ord- 
nung" erzeugen  eine  Regelschar  eines  hyperbolischen 
Paraboloides,  weil  sich  ihre  unendlich  fernen  Punkte 
entsprechen.  Jede  paraboloidische  Regelschar  wird  von 
ihren  Leitstrahlen  in  ähnlichen  Punktreihen  geschnitten. 
Wir  wollen  dartun,  dass  unter  diesen  ähnlichen  Punkt- 
reihen oo^  Paare  kongruenter  Punktreihen  vorkommen.  ^) 
Wir  denken  uns  durch  die  Hauptaxe  a  des  hyperboli- 
schen Paraboloides  zwei  Ebenen  a,  ß  gelegt,  von  denen 
ß  zu  den  Strahlen  der  Schar  (h)  und  a  zu  deren  Leit- 
strahlen parallel  ist.  Projizieren  wir  nun  zwei  der  ähn- 
lichen Punktreihen,  welche  die  Schar  (h)  erzeugen, 
senkrecht  auf  die  Ebene  a,  so  erhalten  wir  in  a  zwei 
ähnliche  Punktreihen,  die  die  Tangenten  einer  Parabel 
erzeugen.  Diese  sind  die  Projektionen  der  Strahlen  der 
Schar  (h)  und  ihrer  Leitstrahlen,  und  können  auf  oo^ 
Arten  durch  kongruente  Punktreihen  erzeugt  werden 
(§  2).  Demnach  gibt  es  auch  unter  den  Leitstrahlen  c?o^ 
Paar  Träger  kongruenter  Punktreihen  gi  g2,  welche  die 
Regelschar  (h)  erzeugen,  denn  sie  sind  parallel  ihren 
orthogonalen  Projektionen.  Weil  die  kongruenten  Punkt- 
reihen gl,  g2  die  Hauptaxe  a  des  Paraboloides  unter 
gleichen  Winkeln  kreuzen,  und  den  Scheitelstrahl  ho 
der  Schar  (h)  in  zwei  Punkten  treifen,  welche  von  der 
Hauptaxe  a  gleichen  Abstand  haben,  so  liegen  sie  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  a. 


1)  Vergl.  Schroeter,  Theorie  der  Oberfl.  II.  0.,  u.  Raumk.  III.  0. 
Leipzig  1880;  pg.  218. 
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Diese  Betrachtung-  bedarf  einer  Ergänzung',  weil 
beim  g-leichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  die  Ebenen 
a  und  ß  senkrecht  zu  einander  stehen,  und  die  ortho- 
g-onalen  Projektionen  der  Strahlen  beider  Scharen  dann 
nicht  mehr  das  Tangentenbüschel  einer  Parabel  darstellen, 
sondern  zwei  Strahlenbüschel  I.  0.  Der  Scheitelpunkt 
und  der  unendhch  ferne  Punkt  des  gleichseitigen  hyper- 
bolischen Paraboloides  sind  die  Mittelpunkte  der  Büschel. 
Von  den  Projektionen  der  Strahlen  auf  a  oder  ß  können 
wir  hier  wieder  die  gleichen  Schlüsse  auf  Lage  und 
Anzahl  kongruenter  Punktreihen  machen.  Die  Projek- 
tionen zweier  ähnlicher  oder  kongruenter  Punktreihen 
einer  Schar  sind  in  diesem  besonderen  Falle  perspektiv, 
dieser  tritt  also  ein,  wenn  sich  die  Punkte  des  kürzesten 
Abstandes  der  kongruenten  Punktreihen  entsprechen. 

Wir  fassen  unsere  Betrachtungen  zusammen  in  dem 
Satz: 

„Zwei  windschiefe  kongruente  Punktreihen  erster 
Ordnung  erzeugen  eine  Regelsehar  eines  hyperbolischen 
Paraboloides;  und  zwar  die  eines  gleichseitigen,  wenn 
sich  die  Punkte  ihres  kürzesten  Abstandes  entsprechen; 
jede  Regelschar  eines  hyperbohschen  Paraboloides  kann 
auf  oo^  Arten  durch  kongruente  Punktreihen  erzeugt 
werden,  welche  paarweise  symmetrisch  zur  Hauptaxe 
des  Paraboloides  liegen." 

§  4. 
Der   orthogonale    Kegel,   der  Rotationszylinder   und    der 
gleichseitige  hyperbolische  Zylinder  als  Erzeugnisse  kon- 
gruenter Ebenenbüschel. 

Die  Schnittlinien  der  Ebenen  zweier  kongruenter 
Bbenenbüschel   s,   si,    deren   Axen    sich    im  Punkte   S 
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schneiden,  und  welche  nicht  perspektiv  lieg-en,  bilden 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung.  Der  Ebene  «  des  Büschels  s, 
welche  den  Strahl  si  enthält,  entspricht  im  Büschel  si 
eine  Ebene  ai,  welche  den  Kegel  im  Strahle  si  berührt; 
ebenso  entspricht  der  Ebene  ßi  des  Büschels  si,  welche 
den  Strahl  s  enthält,  eine  Ebene  ß,  die  den  Kegel  in  s 
berührt.  Der  Schnittstrahl  a  von  ß  und  «i  ist  Polstrahl 
zur  Ebene  a=ßi;  die  homologen  Flächenwinkel  (a,  ß) 
und  (ai,ßi)  in  den  kongruenten  Büscheln  sind  gleich. 
Halbieren  wir  die  Winkel  zwischen  den  Ebenen  a  und  ß 
durch  die  Ebenen  7  und  ^,  ebenso  die  zwischen  den 
Ebenen  «i  und  ßi  durch  71  und  ^1,  so  stehen  y  und  ^ 
bezw.  71  und  oi  auf  einander  normal,  und  die  Schnitt- 
strahlen c,  d  der  sich  entsprechenden  Ebenen  y,  71  und 
^,  §1  sind  Strahlen  des  Kegels.  Diese  Strahlen  c,  d  sind 
harmonisch  getrennt  durch  die  Ebene  (ssi)  und  ihren 
Polstrahl  a ;  sie  liegen  mit  a  in  einer  zu  (ssi)  normalen 
Ebene  \  die  eine  Symmetrieebene  des  Kegels  ist,  denn 
durch  Spiegelung  an  A.  gehen  die  Kegelstrahlen  s,  si 
und  ihre  Berührungsebenen  in  einander,  die  Strahlen  c, 
d  des  Kegels  aber  und  zugleich  der  Kegel  in  sich  selbst 
über.  Die  übrigen  beiden  Symmetrieebenen  des  Kegels 
sind  zu  t^  normal  und  hälften  die  von  c  und  d  gebildeten 
Nebenwinkel. 

Wir  können  den  Kegel  auch  auffassen  als  das  Er- 
zeugnis der  beiden  Ebenenbüschel  c  und  d,  wenn  wir 
die  Ebenen  derselben  so  einander  zuordnen,  dass  je  zwei 
sich  entsprechende  Ebenen  senkrecht  zu  einander  stehen. 
Der  so  entstandene  Kegel  ist  mit  dem  unsrigen  identisch, 
weil  er  mit  ihm  die  4  Strahlen  c,  d,  s,  si  und  die  Be- 
rührungsebenen in  c  und  d  gemein  hat.   Die  Strahlen  c 
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und  d  werden  also  aus  jedem  Keg-elstrahl  durch  recht- 
winklig' auf  einander  stehende  Ebenen  projiziert.  Wählen 
wir  irgend  zwei  zu  K  symmetrisch  liegende  Kegelstrahlen 
t  und  ti  als  Axen  von  Ebenenbüscheln,  die  den  Kegel 
erzeugen,  so  erkennen  wir  in  diesen  wiederum  ein  Paar 
kongruenter  Büschel.  Denn  durch  Spiegelung  an  X  ergibt 
sich,  dass  die  Ebenenbüschel  t  (s  c  si  d)  und  ti  (si  c 
s  d)  projektiv  und  symmetrisch  sind.  Jeder  dieser  Büschel 
aber  ist  harmonisch,  und  seine  nach  c  und  d  gehenden 
Ebenen  sind  zu  einander  normal  und  hälften  die  Winkel 
zwischen  den  übrigen  beiden  Ebenen.  Deshalb  sind  auch 
die  Ebenenbüschel  t  (si  c  s  d)  und  ti  (si  c  s  d)  pro- 
jektiv und  zugleich  kongruent,  da  die  Winkel  zwischen 
ihren  durch  si  und  s  gehenden  homologen  Ebenen 
gleich  sind. 

Unser  Kegel  wird  also  auf  oo^  Arten  durch  Paare 
kongruenter  Ebenenbüschel  erzeugt,  deren  Axen  symme- 
trisch bezüglich  seiner  Symmetrieebene  X  liegen. 

Bringen  wir  den  Kegel  zum  Schnitt  mit  einer  Ebene, 
die  senkrecht  ist  zum  Strahl  c  oder  d,  so  schneidet  diese 
Ebene  aus  folgenden  Gründen  einen  Kreis  aus  dem 
Kegel  heraus.  Auf  der  zu  c  senkrechten  Ebene  y  stehen 
alle  Ebenen  des  Büschels  c  senkrecht;  diese  werden 
wiederum  durch  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  des 
Büschels  d  senkrecht  geschnitten.  Die  entsprechenden 
Strahlen  der  beiden  Strahlenbüschel,  in  denen  7  die 
Ebenenbüschel  c  und  d  schneidet,  stehen  folglich  auf- 
einander senkrecht  und  erzeugen  den  Kreis:  die  cykli- 
schen  Ebenen  des  Kegels  stehen  also  auf  zwei  Kegel- 
strahlen senkrecht,  der  Kegel  ist  ein  orthogonaler.  ^) 

1)  Vergl.  Schroeter,    Theorie  der  Oberfl.  II.  0.  u.  Raumk.  III. 
0.,  Leipzig  1880;  pg.  70. 
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Es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

„Die  Sclmittlinien  der  liomologen  Ebenen  zweier 
kongruenter,  nicht  perspektiver  Ebenenbüschel  erster 
Ordnung,  deren  Axen  sich  in  einem  eigentlichen  Punkte 
schneiden,  bilden  einen  orthogonalen  Kegel.  Derselbe 
Kegel  kann  auf  oo^  Arten  durch  Paare  kongruenter 
Ebenenbüschel  erzeugt  werden,  deren  Axen  symme- 
trisch bezüglich  einer  bestimmten  Symmetrieebene  des 
Kegels  liegen.  Diese  Symmetrieebene  ist  zu  den 
cyklischen  Ebenen  des  Kegels  normal." 

Liegt  der  Schnittpunkt  der  Axen  zweier  kongruenter 
Ebenenbüschel  unendlich  fern,  so  können  wir  diesen 
Fall  auf  den  im  §  1  behandelten  zurückführen,  wenn 
wir  die  Büschel  durch  eine  zu  deren  Axen  normale 
Ebene  schneiden,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

„Die  Schnittlinien  der  Ebenen  zweier  kongruenter 
Ebenenbüschel  I.  0.,  deren  Axen  parallel  sind,  und 
welche  nicht  perspektiv  liegen,  bilden: 

a)  einen  geraden  Kreiszylinder,  wenn  die  Büschel 
gleichläufig  sind;  derselbe  Zyhnder  wir  auf  oc^ 
Arten  durch  kongruente  Büschel  erzeugt; 

b)  einen  gleichseitigen  hyperbolischen  Zylinder, 
wenn  die  Büschel  gegenläufig  sind;  derselbe 
Zylinder  wird  auf  oo^  Arten  durch  Paare  kon- 
gruenter Ebenenbüschel  erzeugt,  deren  Axen  in 
solchen  Ebenen  liegen,  welche  durch  die  Zylinder- 
axe  gehen." 
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§  5. 


Das  orthogonale  Hyperboloid  und  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboloid  als  Erzeugnisse  kongruenter  Ebenen- 

büschei. 

Zwei  kongruente  Ebenenbüschel,  deren  Axen  s'  und 
si'  sich  nicht  schneiden,  und  von  welchen  keine  homo- 
logen Ebenen  parallel  sind,  erzeugen  eine  Regelschar 
eines  einschalig^en  Hyperboloides.  Legen  wir  durch  den 
Mittelpunkt  des  Hyperboloides  die  zu  den  Axen  der 
beiden  Ebenenbüschel  parallelen  Geraden  s,  si  und  die 
zu  den  Büschelebenen  parallelen  Ebenen,  so  erzeugen 
die  kongruenten  Büschel  s,  si  den  Asymptotenkegel  des 
Hyperboloides.  Dieser  ist  nach  §  4  ein  orthogonaler; 
wir  wollen  auf  ihn  die  Bezeichnungen  des  §  i  anwenden. 
Die  Geraden  der  beiden  Regelscharen  sind  parallel  mit 
den  Strahlen  des  Asymptotenkegels.  Zu  den  Strahlen 
c  und  d  des  letzteren  seien  parallel  die  Strahlen  c'  und 
d'  der  einen,  sowie  c"  und  d''  der  anderen  Schar;  es 
sei  c'  II  c''  und  d'  ||  d".  Die  cyklische  Ebene  des  Asymp- 
totenkegels, welche  c  rechtwinklig  schneidet,  schneidet 
auch  c'  und  c"  rechtwinklig ;  ebenso  schneidet  die  andere 
cyklische  Ebene  d,  d',  d''  rechtwinkhg.  Die  Parallel- 
ebenen zu  den  beiden  cyklischen  Ebenen  schneiden  Kreise 
aus  dem  orthogonalen  Kegel,  also  schneiden  sie  auch 
Kreise  aus  dem  Hyperboloid,  da  die  Schnittfiguren  einer 
Transversalebene  durch  Asymptotenkegel  und  Hyperboloid 
ähnlich  sind.  Das  Hyperboloid  ist  ein  orthogonales, 
denn  seine  Kreisschnitte   stehen   rechtwinklig  auf  zwei 
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bestimmten   Erzeugenden  of  (oder  c'O   und  d'  (oder  (Y') 
der  einen  oder  der  anderen  Regelschar.  ^) 

Da  der  Asymptotenkegel  durch  '^>^^  Paare  kon- 
gruenter Ebenenbüschel  erzeugt  wird,  so  wird  auch  jede 
Regelschar  des  orthogonalen  Hyperboloides  durch  '^■'^ 
Paare  kongruenter  Ebenenbüschel  erzeugt.  Wir  haben 
den  Satz  bewiesen: 

„Zwei  kongruente  Ebenenbüschel  erster  Ordnung, 
deren   Axen   sich   nicht   schneiden,    und  von   welchen 
keine  homologen  Ebenen  parallel  sind,  erzeugen  eine 
Regelschar    eines    orthogonalen    Hyperboloides;    jede 
Regelschar  eines  orthogonalen  Hyperboloides  kann  auf 
c?ü^  Arten   durch    Paare    kongruenter   Ebenenbüschel 
erzeugt  werden." 
Wenn  zwei  homologe  Ebenen  der  beiden  kongruenten 
Ebenenbüschel    s'  und  si'  parallel   sind,   so   bilden  die 
Schnittgeraden    einander    entsprechender    Ebenen     eine 
Regelschar  (h)  eines  hyperbolischen  Paraboloides.  Dieses 
ist  gleichseitig,   weil   die  Gerade  1   des  kürzesten  Ab- 
standes    der    Axen  s'  und  si'   der  erzeugten  Schar  (h) 
angehört   (§  3).     Diese    Gerade  1  schneidet  alle    Leit- 
strahlen   der   Regelschar   (h)   rechtwinklig,    geht   durch 
den  Scheitelpunkt  S  und  ist  ein  Scheitelstrahl  des  Para- 
boloides.    Da  ferner   die    Schnitte    der   Büschel  s^   si' 
mit  den  resp.  Axen  si',  s'  zwei  kongruente  Punktreihen 
sind,  so  liegen  die  Axen  der  kongruenten  Büschel  sym- 
metrisch  bezüglich    der   Hauptaxe  a  des  Paraboloides; 
sie    schneiden    folglich    den    Scheitelstrahl    1    in     zwei 
Punkten,    die   bezüglich   des  Scheitelpunktes  S  symme- 
trisch liegen.     Je  zwei  bezüglich  a  symmetrisch  liegende 


1)  Vergl.  Schroeter,  Theorie  d.  Oberfl.  IL  0.  u.  Raumk.  III.  0., 
Leipzig  1880;  pg.  174,  186. 
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Leitstrahlen  der  Schar  (h)  sind  Axen  kongruenter  Ebenen- 
büschel, welche  die  Schar  (h)  erzeugen.     Demnach: 

„Zwei  kongruente  Ebenenbüschel  erster  Ordnung, 
deren  Axen  sich  nicht  schneiden,  und  von  welchen 
zwei  homologe  Ebenen  parallel  sind,  erzeugen  eine 
Regelschar  eines  gleichseitigen  hyperbolischen  Para- 
boloides;  jede  Regelschar  eines  gleichseitigen  hyper- 
bolischen Paraboloides  kann  auf  >^^  Arten  durch 
Paare  kongruenter  Ebenenbüschel  erzeugt  werden. 
Die  Axen  dieser  kongruenten  Büschel  liegen  symme- 
trisch bezüglich  der  Hauptaxe  des  Paraboloides  und 
schneiden  einen  der  beiden  Scheitelstrahlen  des  Para- 
boloides rechtwinklig  in  Punkten,  die  bezüglich  seines 
Scheitelpunktes  S  symmetrisch  liegen." 

§  6- 
Ein   Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnis  kon- 
gruenter Strahlenbüschel. 

Zwei  konzentrische  kongruente  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung,  die  verschiedenen  Ebenen  angehören,  erzeugen, 
wenn  sie  nicht  perspektiv  liegen,  die  Berührungsebenen 
eines  Kegels  zweiter  Ordnung  (einen  Ebenenbüschel  ILO.). 

Die  beiden  Büschel  mit  dem  gemeinsamen  Zentrum 
S  =  Si  mögen  in  den  Ebenen  a  und  ai  liegen;  dem  ge- 
meinsamen Strahl  b  =  ai  möge  im  Büschel  S  der 
Strahl  a,  in  Si  der  Strahl  bi  entsprechen.  Dann  sind 
die  Winkel  (a,  b)  und  (ai,  bi)  gleich  wegen  der  Kon- 
gruenz der  Büschel.  Die  Verbindungsebenen  ent- 
sprechender Strahlen  umhüllen  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung.  Zu  den  Berührungsebenen  gehören  auch  a 
und  cji,  *  und    diese    berühren    den    Kegel  .in   den   resp. 

3 
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Strahlen  a  und  bi.  Halbieren  wir  die  homologen  Winkel 
(a,  b)  und  (ai,  bi),  so  entsprechen  sich  die  Halbierung-s- 
strahlen  c  und  ci,  und  deren  Verbindungsebene  s  ist 
eine  Berührungsebene,  welche  mit  a  und  ai  gleiche 
Flächenwinkel  bildet.  Das  gleiche  gilt  von  der  Ver- 
bindungsebene £i,  welche  die  Mittelstrahlen  d  und  di 
der  anderen  homologen  Winkel  (b,  a)  und  (bi,  ai)  ver- 
bindet. Sei  X  die  zu  z  und  si  normale  Mittelebene  des 
einen  der  von  o  und  ai  gebildeten  Flächenwinkel,  Durch 
Spiegelung  an  X  gehen  die  kongruenten  Strahlenbüschel 
S,  Si  ineinander  und  folglich  der  von  ihnen  erzeugte 
Kegel  in  sich  selbst  über.  Es  ist  daher  X  eine  Sym- 
metrieebene des  Kegels.  Die  Stellung  der  beiden 
anderen  Symmetrieebenen  ist  leicht  anzugeben;  sie 
hälften  die  von  s  und  si  gebildeten  Nebenwinkel,  denn 
die  in  X  liegenden  Berührungsstrahlen  von  s  und  si 
müssen  für  sie  symmetrisch  liegen. 

Wir  wollen  beweisen,  dass  der  Kegel  ein  dem 
orthogonalen  dual  gegenüberstehender  ist,  d.  h.  ein 
solcher,  dessen  Focalaxen  senkrecht  zu  zwei  Berührungs- 
ebenen stehen.^) 

Zur  Auffindung  der  Focalaxen  benutzen  wir  den 
Satz^):  „Die  projektiven  Strahlenbüschel,  in  denen  zwei 
Berührungsebenen  eines  Kegels  II.  Ordnung  die  übrigen 
schneiden,  werden  aus  jeder  Focalaxe  f  des  Kegels 
durch  kongruente  und  gleichläufige  Ebenenbüschel  pro- 
jiziert".    Die   Begründung   dieses   Satzes   folgt   aus  der 


^)  Vergl.  Schroeter,   Theorie  der  Oberfl.  II.  0.  nnd  Raumk. 
III.  0.   Leipzig  1880;  pg.  71. 

2)   Reye,   Geom.    L   Lage,    4.    Aufl.    Leipzig   1899,    Bd.    I; 
pg.  220.  * 
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Theorie  der  Kegelschnitte,  wenn  wir  zu  einer  Focalaxe 
eine  Normalebene  durch  den  Kegel  legen. 

Wir  wählen  die  Berührungsehenen  a  und  ai ;  die 
auf  diesen  von  den  anderen  Berührungsebenen  ausge- 
schnittenen Strahlenbüschel  sind  nicht  nur  projektiv, 
sondern  nach  Voraussetzung  kongruent,  und  uns  in  ihrer 
Lage  bekannt.  Es  sind  die  Focalaxen  aufzusuchen, 
aus  welchen  beide  Strahlenbüschel  durch  gleiche  und 
gleichlaufende  Ebenenbüschel  projiziert  werden.  Wir 
errichten  im  Mittelpunkt  der  Büschel  ein  Lot  f  auf  £ 
(welches  in  der  Symmetrieebene  k  liegt)  und  projizieren 
die  kongruenten  Büschel  S  und  Si  durch  zwei  Ebenen- 
büschel mit  der  gemeinsamen  Axe  f  auf  s.  Dann  sind 
die  Projektionen  der  Winkel  (a,  c)  und  (c,  b)  bezw. 
(ai,  ci)  und  (ci,  bi)  gleich,  weil  die  Winkel  selbst  gleich 
sind,  und  die  Mittellinie  c,  bezw.  ci,  des  Winkels  (a,  b), 
bezw.  (ai,  bi)  in  s  liegt.  Es  sind  ferner  die  Pro- 
jektionen der  gleichen  Winkel  (a,  c)  und  (ci,  bi)  und 
der  Winkel  (c,  b)  und  (ai,  ci)  gleich,  da  ihre  bezw. 
Ebenen  a  und  ai  gleiche  Flächenwinkel  mit  s  bilden.  Folg- 
lich sind  die  Projektionen  der  Winkel  (a,  c)  und  (ai,  ci) 
gleich.  Ebenso  sind  auch  die  Projektionen  der  Winkel 
(c,  d)  und  (ci,  dl)  gleich.  Daraus  folgt,  dass  homologe 
Ebenen  der  coaxialen  Büschel  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen;  m.  a.  W. :  die  Strahlen  von  S  und  Si  werden 
aus  f  durch  kongruente  und  gleichlaufende  Ebenen- 
büschel projiziert,  f  ist  also  eine  Focalaxe.  Ebenso 
lässt  sich  zeigen,  dass  die  zu  3i  im  Punkte  S  =  Si 
normale  Gerade  fi  eine  Focalaxe  ist.  Damit  ist  be- 
wiesen, dass  unser  Kegel  der  oben  erwähnte  beson- 
dere ist. 
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Wir  finden  sofort  noch  aus  diesen  Ueberleg-ungen, 
dass  derselbe  Kegel  auf  ^^^  Arten  durch  kongruente 
Strahlenbüschel  erzeugt  wird,  denn  je  zwei  Berührungs- 
ebenen, die  sich  auf  der  Symmetrieebene  X  schneiden, 
werden  von  den  übrigen  in  kongruenten  Strahlenbüscheln 
geschnitten.     Als  Resultat  ergibt  sich  demnach : 

„Zwei  konzentrische  kongruente  Strahlenbüschel, 
die  verschiedenen  Ebenen  angehören,  erzeugen,  wenn 
sie  nicht  perspektiv  liegen,  die  Berührungsebenen 
eines  Kegels  zweiter  Ordnung  (einen  Ebenenbüschel 
II.  O.),  dessen  Focalaxen  senkrecht  zu  zwei  Berühr- 
ungsebenen stehen;  derselbe  Kegel  kann  auf  oo^  Arten 
durch  Paare  konzentrischer  kongruenter  Strahlen- 
büschel erzeugt  werden,  deren  Ebenen  symmetrisch 
bezüglich  der  Symmetrieebene  des  Kegels  liegen, 
welche  die  Focalaxen  desselben  enthält." 

Die  Dualität  dieses  Kegels  mit  dem  orthogonalen 
tritt  hervor,  wenn  wir  uns  des  rechtwinklig  polaren 
Bündels  S  bedienen,  d.  h.  eines  solchen,  in  welchem 
jedem  Strahl  die  zu  ihm  normale,  durch  S  gehende 
Ebene  zugeordnet  ist.  Dann  entsprechen  den  Strahlen 
eines  orthogonalen  Kegels  in  S  die  Berührungsebenen 
eines  Kegels  zweitei-  Ordnung.  Letzterer  ist  der  oben 
behandelte,  denn  den  Ebenen  zweier  kongruenter  Büschel, 
die  den  orthogonalen  Kegel  erzeugen,  entsprechen  zwei 
kongruente  Sti-ahlenbüschel,  die  den  dualen  Kegel  im 
Bündel  erzeugen.  Auf  diese  Weise  lassen  sich  auch 
viele  Eigenschaften  des  einen  Kegels  auf  den  anderen 
direkt  übertragen.  Z.  B.  ergibt  sich  aus  dem  Satze, 
dass  der  orthogonale  Kegel  durch  '^^^  Paare  kongruenter 
Ebenenbüschel  erzeugt  wird,  der  analoge,  dass  der  duale 
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Kegel    durch    ^^^^   Paare    kongruenter    Strahlenbüschel 
erzeugt  werden  kann. 

§   7. 

Der  lineare  Strahlenkompiex  als  Erzeugnis  i(ongruenter 

Strahlenbüschel. 

Zwei  kongruente  Ötrahlcnbüschel,  welche  in  ver- 
schiedenen Ebenen  liegen,  nicht  konzentrisch  sind  und 
einen  Strahl  entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  einen 
hnearen  Komplex.  Dieser  besteht  aus  den  -^^^  Strahlen, 
die  mit  je  zwei  homolugen  Strahlen  der  Büs<'hel  in- 
cident  sind  (Sylvester),  und  bestimmt  ein  Nullsystem, 
dessen  Nullstrahlen  er  enthält.  Seien  a  und  ß  die 
Ebenen  der  kongruenten  Strahlenbüschel,  und  bezw.  B 
und  A  ihre  Mittelpunkte,  und  sei  s  die  sich  selbst  ent- 
sprechende Schnittgerude  von  a  und  ß.  Dann  ist  A  der 
Nullpunkt  von  a,  B  der  Nullpunkt  von  ß.  Legen  wir 
eine  Ebene  parallel  zu  s,  welche  gleich  geneigt  ist  zu 
a  und  ß,  so  schneidet  diese  in  a  und  ß  zwei  parallele 
kongruente  Punktreihen  aus,  welche  gleich  oder  gegen- 
läutig  sind,  je  nachdem  die  angenommene  Ebene  die 
Ebenen  des  einen  oder  anderen  der  Nebenwinkel  («,  ß) 
schneidet.  Nehmen  wir  die  Ebene  so  an,  dass  gegen- 
läufige Punktreihen  u,  v  entstehen,  so  bilden  die  Ver- 
bindungsstrahlen ihrer  homologen  Punkte  ein  Büschel 
erster  Ordnung.  Der  Mittelpunkt  desselben  ist  der 
Nullpunkt  der  Ebene.  Das  Lot  in  diesem  Punkte  auf 
der  Ebene  ist  die  Hauptaxe  h  des  Nullsystems,  denn  die 
Nullpunkte  aller  zu  dem  Lot  senkrechten  Ebenen  liegen 
auf  ihm.  Es  trifft  s  senkrecht  und  halbiert  die 
Strecke   AB  in  C.     Weil   die   Punkte  B  und  A,  sowie 
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je  zwei  homologe  Punkte  der  Punktreihen  u,  v  sym- 
metrisch zu  h  hegen,  so  hegen  auch  je  zwei  homologe 
Strahlen  der  kongruenten  Büschel  symmetrisch  in  Bezug 
auf  h.  Durch  Spiegelung  an  h  geht  jeder  Strahl  des 
einen  Büschels  in  den  entsprechenden  des  anderen  über. 
Da  das  Nullsystem  erhalten  bleibt,  wenn  es  um  h 
gedreht  und  längs  h  verschoben  wird,  so  bestimmt  das 
angenommene  Paar  kongruenter  Strahlenbüschel  in  oo^ 
verschiedenen  Lagen  dasselbe  Nullsystem,  bei  gleicher 
Neigung  der  Ebenen  a  und  ß  zu  einander.  Neigen  wir 
a  und  ß  gleichzeitig  stärker  zur  Hauptaxe  h,  und  nennen 
p  den  Winkel,  den  sie  mit  h  bilden,  so  rücken  die 
Punkte  A  und  B  gleichmässig  von  C  fort.  Denn 
wenn  AC  =  BC  =  r,  so  ist  nach  einem  Satze  von 
Möbius  r.  tang  p  =  const.  Stets  aber  können  wir  A 
und  B  als  Zentren  kongruenter  Strahlenbüschel  ansehen, 
die  dasselbe  Nullsystem  bestimmen.  Daraus  ergibt  sich 
der  Satz : 

„Der  lineare  Strahlenkomplex  kann  auf  ^^^  Arten 
durch  zwei  kongruente  Strahlenbüschel  I.  0.  erzeugt 
werden;  die  Mittelpunkte,  die  Ebenen  und  die  homo- 
logen Strahlen  dieser  kongruenten  Büschel  liegen 
symmetrisch  bezüglich  der  Hauptaxe  des  Komplexes." 

§   8- 
Die  räumliche  Parabel  als  Erzeugnis  kongruenter  Punkt- 
reihen. 

Die  Verbindungsebenen  der  entsprechenden  Punkte 
dreier  kongruenter  Punktreihen,  deren  Axen  windschief 
im  Räume  hegen,  bilden  ein  kubisches  parabohsches 
Ebenengewinde;  denn  drei  homologe  Punkte,  also  auch 
ihre  Verbindungsebene  hegen  unendlich  fern. 
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Aus  dem  Satze,  dass  die  Schmiegung'sebenen  einer 
kubischen  Raumkurve  je  zwei  biplanare  Axen  derselben 
in  projektiven  Punktreihen  schneiden,  geht  hervor,  dass 
die  >^^  Axen  einer  räumlichen  Parabel  von  deren 
Schmieg-ung-sebenen  in  homolog-en  Punkten  projektiv 
ähnlicher  Punktreihen  geschnitten  werden.  Je  >-^'^  dieser 
Punktreihen  sind  unter  sich  kong-ruent.  Wir  geben 
über  ihre  Lage  nachstehendes  Resultat  und  verweisen 
wegen  Begründung  desselben  auf  Reye,  Geom.  d.  Lage, 
3.  Aufl.,  Leipzig  1892;  Bd.  II,  pg.  308, 

Die  >^^  unter  sich  kongruenten  Axen  bilden  eine 
Fläche  IV.  Ordnung  und  sind  den  Strahlen  eines  Ro- 
tationskegels parallel;  die  Rotationsaxe  des  letzteren  ist 
die  ausgezeichnete  Axe  der  kubischen  Parabel,  auf 
welcher  zwei  beliebige  Schmiegungsebenen  eine  kleinere 
Strecke  begrenzen,  als  auf  jeder  anderen  Axe.  Die  ge- 
nannte Fläche  IV.  0.  wird  von  den  Schmiegungsebenen 
in  affinen  Ellipsen  geschnitten,  deren  Mittelpunkte  auf 
der  ausgezeichneten  Axe  liegen 

Wir  fügen  hinzu:  „Jede  räumliche  Parabel  kann 
auf  o^*  Arten  durch  drei  kongruente  Punktreihen  er- 
zeugt werden".  Denn  auf  jeder  der  >^^  Flächen  IV.  Ord- 
nung können  die  Träger  der  drei  kongruenten  Punkt- 
reihen unabhängig  von  einander  je  >^^  verschiedene 
Lagen  annehmen. 

§  9. 

Die  kubischen  Raumkurven  als  Erzeugnisse  kongruenter 

Ebenenbüschei. 

Drei  kongruente  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  er- 
zeugen je  nach  der  Lage  ihrer  Axen  und  ihrer  homo- 
logen Ebenen  eine  der  vier  kubischen  Raumkurven,  die 
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auch  zerfallen  können.  Zwei  der  Büschel  erzeugen  ein 
orthogonales  Hyperboloid,  oder  bei  besonderer  Lage  ein 
gleichseitiges  hyberbolisches  Paraboloid,  einen  ortlio- 
gonalen  Kegel,  einen  Rotationszylinder  oder  einen  gleich- 
seitigen hyperbolischen  Zylinder.  Von  einem  zu  dem 
unendlich  fernen  Kegelschnitt  dieses  Gebildes  projektiven 
Ebenenbüschel  erster  Ordnung  gehen  i.  A.  drei  Ebenen 
durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  des  Kegelschnitts. 
Zwei  von  ihnen  können  coiij  ugiert  imaginär  sein,  auch 
können  zwei  von  ihnen  oder  alle  drei  zusammenfallen. 
Das  Erzeugnis  von  drei  kongruenten  Ebenenbüscheln  ist 
i.  A.  eine  kubische  Raumkurve  und  hat  hiernach  ent- 
weder 

1.  einen  reellen   unendlich   fernen  Punkt   und  keine 
unendlich   ferne   Asymptote   (kub.  Ellipse) ;    oder 
'^    2.  drei  reelle  unendlich   ferne  Punkte   (kub.  Hyper- 
bel); oder 

3.  zwei  reelle  unendlich  ferne  Punkte  und  eine  un- 
endlich ferne  Asymptote  in  einem  fparabol.  Hy- 
perbel);   oder  endlich 

4.  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt,  dessen 
Schmiegungsebene  unendlich  fern  liegt  (kub. 
Parabel). 

Um  zur  Beantwortung  der  Frage  zu  gelangen,  ob 
die  durch  kongruente  Ebenenbüschel  erzeugten  Raum- 
kurven spezieller  Art  sind,  wollen  wir  untersuchen,  ob 
jede  beliebige  Raumkurve  k^  durch  ein  Tripel  kon- 
gruenter Ebenenbüschel  erzeugt  werden  kann,  und  wenn 
dies  der  Fall  ist,  auf  wie  viele  Arten. 

Aus  zwei  beliebigen  Punkten  S  und  Si  der  kub. 
Raumkurve   k^    wird    die    Kongruenz   ihrer   Bisekanten 


-      25     — 

bekanntlich  durch  coUineare  Bündel  projiziert.  Unter 
den  sich  entsprechenden  Ebenenbüscheln  der  beiden 
Bündel  gibt  es  i.  A.  zwei  Paar  kongruente.^)  Entiialten 
die  Bündel  noch  ein  drittes  Paar  homologer  kongruenter 
Ebenenbüschel,  so  sind  sie  kongruent.  In  diesem  Falle 
ist  aber  auch  ihr  Erzeugnis  eine  spezielle  Raumkurve 
III.  0.,  die  wir  bei  den  folgenden  Ueberlegungen  aus- 
schliessen  wollen,  da  wir  auf  sie  im  §  11  zurückkommen 
werden. 

In  jedem  der  oben  genannten  Bündel  S  gibt  es  ^>^^ 
Ebenenbüschel,  die  mit  homologen  Ebenenbüscheln  in  je 
einem  der  übrigen  Bündel  kongruent  sind.  Diese  oo^ 
Ebenenbüschel  sind  alle  verschieden  von  einander,  oder, 
was  dasselbe  bedeutet,  ein  Ebenenbüschel  a  im  Bündel 
S  kann  nicht  ausser  mit  einem  ihm  entsprechenden 
Büschel  an  in  Sn  noch  kongruent  sein  mit  einem 
homologen  Ebenenbüschel  eines  anderen  Bündels  und 
zwar  aus  folgenden  Gründen.  Die  Ebenenbüschel  a 
und  an  erzeugen,  wenn  ihre  Axen  Unisekanten  sind, 
eine  Regelscliar  eines  durch  k^  gehenden  orthogonalen 
Hyperboloides  (bezw.  eines  gleichs.  hyperbol.  Parabo- 
loides);  in  dessen  Leitschar  gibt  es  ausser  an  keinen 
weiteren  Leitstrahl,  aus  welchem  die  Regelschar  durch 
einen  zu  a  kongruenten  Ebenenbüschel  projiziert  wird. 
Eine  zweite  Fläche  II.  0.  kann  aber  durch  die  Axe 
von  a  und  die  k^  nicht  hindurchgehen.  Die  Büschel  a, 
an  erzeugen,  Avenn  ihre  Axen  Bisekanten  sind  einen 
orthogonalen  Kegel.     Es  gibt  aber  ausser  an   keinen  zu 
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a  kongruenten  Ebenenbüschel,  der  mit  a  zusammen  den 
Kegel  erzeugt. 

Nach  dem  Vorstehenden  gehen  also  durch  die  k^ 
und  die  >oi  Axen  der  ausgezeichneten  Ebenenbüschel 
von  S  ebenso  viele  verschiedene  orthogonale  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Damit  ist  ihre  Mannigfaltigkeit  er- 
schöpft, denn  durch  jede  der  orthogonalen  Flächen  ist 
einem  beliebigen  Bündelzentrum  T  auf  der  k^  ein  anderes 
Ti  so  koordiniert,  dass  die  beiden  Bündel  zwei  homologe 
kongruente  Büschel  enthalten;  durch  je  eine  der  ooi 
orthogonalen  Flächen  II.  Ordnung  wird  aber  dem  Punkt 
T  ein  anderer  zweimal  derart  zugeordnet. 

Die  durch  zwei  Paar  homologe  kongruente  Ebenen- 
büschel a,  an  und  b,  bn  der  Bündel  S,  Sn  erzeugten 
beiden  orthogonalen  Flächen  schneiden  sich  ausser  in  k^ 
noch  in  einer  Bisekante  s  von  k^.  Die  beiden  Flächen 
können  aber  auch  jede  durch  zwei  bestimmte  kongruente 
Büschel  s,  si,  bezw.  s,  S2  erzeugt  werden,  deren  Axen 
Bisekanten  von  k^  sind.  Die  mit  s  kongruenten  Büschel 
si,  S2  erzeugen  ebenfalls  eine  orthogonale  Fläche  II.  0., 
die  aber  nicht  durch  s  geht.  Denn  sonst  würde  diese 
Fläche  II.  0.  mit  den  beiden  vorigen  die  kub.  Raum- 
kurve k^  und  je  zwei  Bisekanten  gemein  haben  und 
folglich  mit  ihnen  zusammenfallen,  was  unmöglich  ist. 
Daraus  folgt,  dass  die  c^'^  durch  k'^  gehenden  orthogo- 
nalen Flächen  IL  0.  keinen  F^=  Büschel  bilden. 

Im  Allgemeinen  werden  also  die  Bisekanten,  in 
welchen  je  zwei  der  oc>^  durch  k^  gehenden  orthogo- 
nalen Flächen  IL  0.  sich  schneiden,  von  einander  ver- 
schieden sein;  es  gibt  also  oo-  dieser  ausgezeichneten 
l^isekanten,    d.   h.  jede   Bisekante  ist  eine   der   ausge- 
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zeichneten.  Zu  jedem  Ebenenbüschel,  der  die  k^  aus 
einer  dieser  Bisekanten  projiziert,  existieren  zwei  kon- 
gruente, deren  Axen  auf  je  einer  der  beiden  sich  in  k^ 
und  der  Bisekante  schneidenden  orthogonalen  Flächen 
liegen.  Wir  gelang'en  damit  zu  dem  bemerkenswerten 
Resultat  : 

„Jede  kubische  Raumkurve  lässt  sich  durch  <x>- 
Tripel  kong-ruenter  Ebenenbüschel  erzeugen;  von  den 
oo^  durch  sie  gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung 
sind  i.  A.  oc.^  orthogonal." 

Wir  werden  im  §  11  eine  besondere  kubische  Raum- 
kurve kennen  lernen,  die  durch  oo^  Tripel  kongruenter 
Ebenenbüschel  erzeugt  werden  kann;  alle  durch  sie  ge- 
henden Flächen  zweiter  Ordnung  sind  orthogonal. 

§  10- 

Über  die  Lagen  von  kongruenten  Bündeln  zu  einander. 

Um  zu  den  allgemeinen  Lagen  zu  gelangen,  welche 
zwei  kongruente  Bündel  zu  einander  haben  können, 
wollen  wir  von  denjenigen  zweier  konzentrischer  kon- 
gruenter Bündel  ausgehen.  Die  kongruenten  Bündel 
S  und  Si  mögen  zunächst  identisch  sein.  Wird  dann 
der  Bündel  Öi  um  den  Strahl  ai=a  (doch  nicht  gerade 
durch  180«)  gedreht,  so  fallen  nach  erfolgter  Drehung 
ausser  a  =  ai  und  der  zu  a  normalen  Ebene  a  =  ai 
keine  homologen  Elemente  der  Bündel  zusammen.  Bei 
dieser  allgemeinen  Lage  der  Bündel  zu  einander  sind 
die  homologen  Ebenenbüschel,  deren  gemeinsame  Axe 
a  =■■  ai  ist,  gleichläufig.  Drehen  wir  Si  um  irgend 
einen  Strahl   xi  in  a  durch  180«,    so    werden    die    ge- 
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nannten  Ebenenbüschel  g-egenläuflg  and  bilden  eine  Invo- 
lution mit  zwei  reellen,  zu  einander  normalen  Doppel- 
ebenen ß  =  ßi  und  T  =  Ti-  Die  Bündel  haben  demnach 
ein  orthogonales  Dreiflach  a  ß  7  oder  «i  ßi  yi  ent- 
sprechend gemein.  Seine  Kanten  sind  a  =  ai,  b==bi, 
c=^ci,  wenn  wir  die  Normalen  auf  ß,  ßi,  Y;  Ti  bezw. 
mit  b,  bi,  c,  ci  bezeichnen.  Von  den  collokalen  ho- 
molog'en  Ebenenbüscheln  mit  den  Axen  a,  b,  c  und 
ai,  bi,  ci  sind  zwei  Paar  gegenläufig  und  1  Paar  gleich- 
läufig, denn  wir  gelangen  zu  der  gleichen  Lage  der 
Bündel,  wenn  wir  dieselben  erst  als  identisch  annehmen, 
und  dann  Öi  um  den  zu  a  normalen  Strahl  c  =  ci 
durch  1800  drehen.  Die  Bündel  sind  dann  in  perspek- 
tiver Lage,  und  von  dieser  ausgehend  erhalten  wir  die 
allgemeine  Lage  durch  Drehung  (ausgenommen  durch 
180")  von  Si  um  die  Axe  c  der  Perspektivität.  Man 
erkennt,  dass  man  zum  gleichen  Resultat  gelangt,  wenn 
man  von  vornherein  Si  durch  I8O0  um  a  =  ai  gedreht, 
bezw.  von  dieser  Lage  aus  Si  weiter  gedreht  denkt. 
Resultat : 

„Wenn  zwei  konzentrische  kongruente  Bündel, 
die  nicht  identisch  sind,  mehr  als  einen  Strahl  ent- 
prechend  gemein  haben,  so  liegen  sie  perspektiv  und 
haben  alle  Strahlen  eines  Büschels  erster  Ordnung 
entsprechend  gemein." 

Aus  der  allgemeinen  Lage  der  konzentrischen 
kongruenten  Bündel  S,  Si  mit  dem  gemeinsamen  Strahl 
a  =  ai  und  der  gemeinsamen  zu  a  senkrechten  Ebene 
<z  =  ai  gelangen  wir  zu  folgenden  allgemeinen  Lagen 
nicht  konzentrischer  Bündel: 
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1.  Der  Mittelpunkt  von  Si  wird  auf  a  verschoben; 
die  Bündel  S  und  Si  haben  den  Strahl  a  =  ai 
und  keine  Ebene  entsprechend  gemein  (§  11,  I). 

2.  Er  wird  auf  a  verschoben;  die  Bündel  S  und  Si 
haben  die  Ebene  a  =  «i  und  keinen  Strahl  ent- 
sprechend g'emein  (§  11,  II). 

3.  Er  wird  auf  a  und  dann  in  einer  zu  a  parallelen 
Ebene  verschoben;  die  Bündel  S  und  Si  haben 
kein    Element   entsprechend    gemein  (§11,   III). 

Weitere  allgemeine  Lagen  der  Bündel  ergeben  sich 
noch  aus  der  Perspektiven  Lage  der  konzentrischen 
kongruenten  Bündel.  Wir  wollen  die  obige  Bezeichnungs- 
weise beibehalten,  nach  welcher  also  c  die  Axe  der 
Perspektivität,  a,  ai  und  b,  bi  die  coaxialen  gegen- 
läufigen Ebenenbüschel  sind: 

4.  Der  Mittelpunkt  von  Si  wird  auf  a  verschoben; 
die  Bündel  S,  Si  haben  den  Strahl  a  =  ai  und 
die  beiden  zu  einander  normalen  Ebenen  ß=ßi, 
Y  =  Ti   entsprechend  gemein  (§  11,  I). 

5.  Er  wird  auf  a  verschoben  (doch  nicht  auf  c  oder 
b) ;  die  Bündel  S,  Si  haben  die  Ebene  a  =  «i 
und  keinen  Strahl  entsprechend  gemein  {§  11,  II). 

6.  Er  wird  auf  a  und  dann  in  einer  zu  a  parallelen 
Ebene  verschoben  (doch  nicht  in  der  Richtung 
von  c  oder  b);  die  Bündel  S,  Si  werden  dann 
nur  scheinbar  eine  neue  allgemeine  Lage  zu 
einander  annehmen.  Die  drei  Paar  Strahlen  a,  ai ; 
b,  bi ;  c,  ci  und  je  zwei  homologe  Strahlen  der 
Ebenen  (a  b),  (ai  bi)  sind  parallel.  Die  Paare 
homologer  Ebenenbüschel  a,  ai  und  b,  bi  er- 
zeugen je   einen  gleichseitig    hyperbolischen  Zy- 
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linder.     Der  von  den   gleichlaufenden  homologen 
Büscheln  c,  ci   erzeugte  Zylinder  zerfällt  jedoch, 
weil   ihre   homologen  Ebenen  parallel   sind;   und 
zwar   zerfällt   er  in  die   durch  c  und  ci   gehende 
Ebene  und  einen  unendlich  fernen  Strahlenbüschel 
.  erster  Ordnung.  Die  Bündel  haben  demnach  eine 
Ebene  entsprechend  gemein  (§  11,  11). 
Wir  können   auch   in   den  Fällen  4,  5,  6  die  Ver- 
schiebungen auf  b  und  ß  mit  mit  dem  gleichen  Resultat 
vornehmen. 

Damit  sind  alle  Lagen  von  zwei  kongruenten  nicht 
Perspektiven  Bündeln  zu  einander  erschöpft. 

§  11. 
Erzeugnisse  kongruenter  Bündel. 

I.   Lineare  Strahlenkongruenzen. 

Zwei  nicht  konzentrische  kongruente  Bündel  S,  Si, 
welche  einen  Strahl  s  =  si ,  aber  nicht  alle  durch  ihn 
gehenden  Ebenen  entsprechend  gemein  haben,  erzeugen 
eine  lineare  Strahlenkongruenz.  Die  coaxialen  Ebenen- 
büschel s,  si  können  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Drehungssinn  haben. 

Im  ersten  Falle  sind  ihre  Doppelebenen  konjugiert 
imaginär,  ebenso  die  in  diesen  liegenden  Leitgeraden 
der  Kongruenz.  Je  zwei  homologe  Ebenenbüschel  der 
Bündel-  S,  Si,  deren  Axen  zu  s  normal  sind,  erzeugen 
eine  Regelschar  eines  gleichseitigen  hyperbolischen 
Paraboloides  (§  5);  die  Strahlen  dieser  Schar  sind 
Strahlen  der  Kongruenz.  Durch  Rotation  um  s  =  si  geht 
die  Regelschar  in  eine  andere  ebenso  erzeugte  über,   die 
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Kongruenz    ist    also   rotatorisch.     Mit  Bezug-nahme   auf 
frühere  Resultate  können  wir  den  8atz  aufstellen: 

„Zwei    nicht    konzentrische    kongruente    Bündel, 
welche  einen  Strahl,   aber  keine  Ebene    entsprechend 
g-eraein     haben,     erzeug"en    eine    rotatorische     lineare 
Strahlenkongruenz,  deren  Leitgeraden  konjugiert  ima- 
ginär sind,  und  deren  Kongruenzstrahlen  auf  coaxialen 
Rotationshyperboloiden   liegen.     Die  Kongruenz  kann 
auf  oo  1  Arten    durch   Paare   kongi'uenter  Bündel   er- 
zeugt werden,   deren  Mittelpunkte  auf  der  Rotations- 
axe     symmetrisch    bezüglich     des    Mittelpunktes    der 
Rotationshyperboloide  liegen."     (Vergl.  §  12,  I.) 
Haben  die  coaxialen  Ebenenbüschel  s,  si   entgegen- 
gesetzten   Drehungssinn,     so    sind    ihre    Doppelebenen 
£  =  £i   und  r^  =  ■q\  reell  und  zu  einander  normal.  In  jeder 
der  Doppelebenen   liegen   zwei   sich   entsprechende  kon- 
gruente Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  S  und  Si, 
die    zu    einander    perspektiv   sind.     Sind    die   Strahlen- 
büschel  S  und   Si   in  r,  gleichläufig,    so    sind    sie    in  e 
gegenläufig   und    umgekehrt.     Daraus    folgt,    dass    stets 
eine  Leitgerade  der  Kongruenz  eine  eigentliche  Gerade 
ist  und  im  Mittelpunkt   M    der  Strecke   SSi    senkrecht 
zu  s  steht,   während    die  andere  unendlich   fern  liegt  in 
den   parallelen,    zur    eigentlichen    Leitgeraden   normalen 
Ebenen.     Diese   spezielle   lineare   Strahlenkongruenz   ist 
rotatorisch ;  sie  ändert  sich  nicht  durch  Rotation  um  ihre 
eigentliche  Leitgerade.     Sie  kann,  wie  leicht  ersichtlich, 
auf  coi  Arten  durch  Paare  kongruenter  Bündel  erzeugt 
werden,    deren  Mittelpunkte  auf  s  in  gleichem  Abstand 
von   M   liegen.     Der  Strahl  s  der  Kongruenz   hat   aber 
vor   allen   anderen  keine  ausgezeichnete   Lage,    da   alle 
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Strahlen  der  Kongruenz  die  eigentliche  Leitgerade  (die 
Rotationsaxe)  senkrecht  schneiden.  Daher  sind  die  colli- 
nearen  Bündel,  welche  die  Kongruenz  aus  den  Punkten 
eines  ihrer  Strahlen  projizieren,  paarweise  kongruent, 
und  wir  erhalten  das  Resultat: 

„Eine  rotatorische  lineare  Strahlenkongruenz  mit 
einer  eigentlichen  Leitgeraden  (ihrer  Rotationsaxe) 
kann  auf  r>o^  Arten  durch  Paare  kongruenter  Bündel 
erzeugt  werden,  deren  Mittelpunkte  bezüglich  ihrer 
Rotationsaxe   symmetrisch   liegen."     (Vergl.    §  12,  I.) 

IL   Strahlenkongruenzen     erster     Ordnung 
zweiter     Klasse. 

Zwei  nicht  konzentrische  kongruente  Bündel  S,  Si 
erzeugen,  wenn  sie  eine  Ebene  "^(="^(1,  aber  keinen  Strahl 
entsprechend  gemein  haben,  eine  Strahlenkongruenz  erster 
Ordnung,  zweiter  Klasse.  In  der  gemeinsamen  Ebene 
v,=r(i  liegen  die  kongruenten  Strahlenbüschel  S,  Si, 
welche  als  einen  Ort  von  singulären  Punkten  der  Strahlen- 
koügruenz  einen  Kreis  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel 
erzeugen. 

Ist  die  Kurve  singulärer  Punkte  in  r^  ein  Kreis  k^, 
und  greifen  wir  in  r,  irgend  ein  Paar  homologer  Strahlen 
a  und  ai  der  Bündel  S,  Si  heraus,  so  sind  a  und  ai 
iixen  kongruenter  Ebenenbüschel  von  S  und  Si ,  die 
perspektiv  liegen  und  einen  Sti'ahlenbüschel  erzeugen. 
Die  Ebene  dieses  Strahlenbüschels  steht  senkrecht  auf  "/j 
und  halbiert  einen  der  Nebenwinkel  von  (a,  ai).  Sie 
schneidet  daher  den  Kreis  in  der  Mitte  M  des  Bogens 
SSi  auf  der  einen  oder  andei'en  Seite  der  Sehne  S  Si. 
Ferner  ist  sie  eine  sinsfuläre  Ebene,  weil  sie  oo'  Strahlen 
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der  Kongruenz  enthält.  Wählen  wir  statt  a,  ai  zwei 
andere  homologe  Büschel  b,  bi,  deren  Axen  sich  auf  k^ 
schneiden,  so  geht  die  Ebene  des  von  diesen  erzeugten 
Strahlenbüschels  ebenfalls  durch  M,  steht  senkrecht  auf 
V]  und  ist  eine  singulare  Ebene.  In  dem  Lote  v  im  Paukte 
M  auf  der  Ebene  r^  schneiden  sich  demnach  zwei  und 
ebenso  alle  übrigen  singulären  Ebenen  der  Kongruenz, 
also  ist  V  der  andere  Ort  von  singulären  Punkten  unserer 
Kongruenz.  Da  letztere  aus  jedem  Punkte  von  k'-^  durch 
collineare  Bündel  projiziert  wird,  so  ergibt  sicli  mit  Be- 
zug auf  frühere  Sätze: 

„Eine  ausgezeichnete  Strahlenkongruenz  erster 
Ordnung  zweiter  Klasse,  deren  singulare  Punkte  auf 
einem  Kreise  k^  und  einer  diesen  und  seine  Ebene 
senkrecht  schneidenden  Geraden  v  liegen,  wird  auf 
oo^  xA.rten  durch  Paare  kongruenter  Bündel  erzeugt, 
deren  Mittelpunkte  auf  k"-^  in  gleichem  Abstand  von 
V  liegen." 

Ist  die  Kurve  singulärer  Punkte  in  der  Ebene  r^=^r^l 
eine  gleichseitige  Hyperbel  h"^,  so  sind  die  Schnittlinien 
der  singulären  Ebenen  mit  -q  parallel  zu  einer  Asymp- 
tote; denn  S  und  Si  liegen  auf  einem  Durchmesser  der 
h^,  und  die  Winkelhalbierenden  der  von  irgend  zwei 
homologen  Strahlen  der  Büschel  gebildeten  Winkel  sind 
parallel  den  Asymptoten.  Der  zweite  Ort  von  singulären 
Punkten  ist  demnach  eine  unendlich  ferne  Gerade,  welche 
mit  einer  Asymptote  von  h^  in  einer  zu  q  normalen 
Ebene  liegt.  Es  ergibt  sich  der  dem  vorhergehenden 
ähnliche  Satz: 

„Besteht  die  Ordnungskurve  einer  Strahlenkon- 
gruenz erster  Ordnung  zweiter  Klasse  aus  einer  gleich- 
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seitigen  Hyperbel  h^  und  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden v^  einer  Ebene,  welche  die  Hyperbelebene  in 
einer  Asymptote  rechtwinklig-  schneidet,  so  kann  diese 
ausgezeichnete  Kong-ruenz  auf  >^'^  Arten  durch  Paare 
kong-ruenter  Bündel  erzeugt  werden.  Die  Mittelpunkte 
dieser  kongTuenten  Bündel  sind  Endpunkte  je  einer 
Durchmessersehne  der  Hyperbel  h^." 

HI.    Strahlenkongruenz    erster  Ordnung    dritter 
Klasse    und   ihre    Ordnungskurve. 

Zwei  kongruente  Bündel  S,  Si,  welche  kein  Element 
entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  eine  Strahlenkon- 
gruenz erstei'  Ordnung  dritter  Klasse,  deren  Ordnungs- 
oder Leitkurve  eine  kubische  Raumkurve  k^  ist.  Da 
nur  ein  Paar  a,  ai  sich  entsprechender  Strahlen  parallel 
ist,  so  hat  die  Ordnungskurve  der  Kongruenz  einen  un- 
endlich fernen  Punkt,  ist  demnach  eine  kubische  Ellipse. 
Die  Bisekanten  der  kubischen  Ellipse,  welche  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  gehen,  bilden  einen  Rotations- 
zylinder, denn  die  homologen  Ebenen  der  kongruenten 
homologen  Büschel  a  und  ai  folgen  sich  im  gleichen 
Drehungssinn.  Die  kubische  Ellipse  windet  sich  auf 
einem  Rotationszylinder. 

Die  zu  a  und  ai  normalen  Ebenen  a,  «i  der  kon- 
gruenten Bündel  entsprechen  einander,  sie  haben  eine 
unendlich  ferne  uneigentliche  Bisekante  u  von  k^  gemein. 
In  ihnen  entsprechen  einander  je  zwei  Strahlen  b,  bi 
der  Bündel,  die  einen  beliebigen  Strahl  x  des  Rotations- 
zylinders rechtAvinklig  schneiden.  Die  kongruenten 
Ebenenbüschel  b  und  bi  der  Bündel  erzeugen  ein  gleich- 
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seitiges  hyperbolisches  Paraboloid;  denn  ihre  homologen 
Ebenen  «,  «i  sind  parallel,  und  zwei  andere  homologe 
Ebenen  gehen  durch  den  Strahl  x,  der  die  Axen  b,  bi 
rechtwinklig  schneidet  und  ein  Scheitelstrahl  des  Para- 
boloides  ist.  Die  räumliche  Ellipse  liegt  auf  diesem  Para- 
boloid, denn  dessen  eine  Regelschar  (h)  besteht  aus 
Bisekanten  der  k^.  Seine  andere  Regelschar  besteht  aus 
Unisekanten  der  Raumkurve ;  diese  schneiden  den  Scheitel- 
strahl X  des  Paraboloides  rechtwinkhg,  und  können  paar- 
weise als  Axen  kongruenter  Ebenenbüschel  aufgefasst 
werden,  die  die  Regelschar  (h)  erzeugen  (§  5).  Die 
Axen  dieser  kongruenten  Ebenenbüschel  schneiden  ebenso 
wie  b  und  bi  den  Scheitelstrahl  x  in  je  ZAvei  Punkten, 
die  bezüglich  des  Scheidelpunktes  S'  symmetrisch  liegen. 
Sie  und  ihre  Schnittpunkte  mit  k^  werden  aus  der  un- 
endlich fernen  Bisekante  u  der  Raumkurve  k'^  durch 
zugeordnete  Ebenen  einer  symmetrischen  Involution  pro- 
jiziert, von  welcher  eine  Doppelebene  unendlicli  fern 
liegt,  die  andere  <^  durch  S'  geht.  Diese  Involution  ist 
durch  die  einander  zugeordneten  parallelen  Ebenen  a,  «i, 
welche  die  Strahlen  b,  bi  aus  u  projizieren,  und  durch 
ihre  unendlich  ferne  Doppelebene  eindeutig  bestimmt. 
Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  homologen  Strahlen 

b,  bi   vertauscht  mit  zwei   anderen   homologen  Strahlen 

c,  ci  von  S  und  Si,  die  bezw.  in  a  und  «i  liegen. 
Wohl  aber  wird  dabei  das  Paraboloid  mit  einem  anderen 
durch  k^  und  u  gehenden  vertauscht.  Die  Axen  der 
Paare  kongruenter  Ebenenbüschel,  die  die  Bisekanten- 
schar dieses  anderen  Paraboloides  erzeugen,  schneiden 
aber  k^  in  den  Punktepaaren  derselben  Involution,  wie 
die  Ebenenpaare  der  symmetrischen  Involution  u.  Daraus 
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folgt,  dass  die  Bisekantenkongruenz  der  kubischen  Raum- 
kurve k^  aus  den  Punkten  T,  Ti  eines  jeden  solchen 
Paares  auf  k^  durch  kongruente  Bündel  projiziert  wird. 

Da  alle  durch  die  Raumkurve  k^  gehenden  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  je  zwei  kongruente  homologe 
Ebenenbüschel  v,  vi  der  Bündel  S,  Si  erzeugt  werden, 
so  sind  sie  orthogonal.  Auszunehmen  sind  >^^  gleich- 
seitige hyperboUsche  Paraboloide,  welche  sich  in  k^  und 
ihrer  unendlich  fernen  Bisekante  u  schneiden.  Die 
kongruenten  Ebenenbüschel  v,  vi  werden  von  den  pa- 
rallelen homologen  Ebenen  a,  «i  und  folglich  von  jeder 
zu  ihnen  parallelen  Ebene  cp  in  gleichläufigen  kon- 
gruenten Strahlenbüschel  geschnitten ;  die  beiden  Strahlen- 
büschel in  cp  aber  erzeugen  einen  Kreis,  den  Schnitt  der 
von  V  und  vi  erzeugten  orthogonalen  Flächen  II.  0.  mit 
der  Ebene  cf. 

Die  Punktinvolution  SSi,  TTi,  ...  auf  k^  hat 
einen  unendlich  fernen  U  und  einen  eigentlichen 
Doppelpunkt  E.  Jede  Bisekante  von  k^  wird  aus  U 
und  E  durch  zwei  Ebenen  projiziert,  die  sich  senkrecht 
schneiden.  Die  Bündel  ü  und  E  sind  collinear  so,  dass 
je  zwei  homologe  Ebenen  sich  rechtwinklig  in  einer 
Bisekante  von  k^  schneiden.  Jede  durch  k^  gehende 
orthogonale  Fläche  IL  0.  wird  nämlich  aus  zwei  ihrer 
Strahlen  durch  projektive  Ebenenbüschel  erzeugt,  deren 
homologe  Ebenen  senkrecht  zu  einander  stehen.  Diese 
Strahlen  sind  Doppelstrahlen  der  involutorisch  gepaarten 
Regel-  oder  Kegelstrahlen  und  gehen  durch  die  Doppel- 
punkte U  und  E  der  Punktinvolution  auf  unserer  Raam- 
kurve  k'^ 
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Die  involutorische  Raumkurve  k^  wird  aus  jedem 
ihrer  Punkte  durch  einen  involutorischen  orthogonalen 
Kegel  projiziert.  Die  zugeordneten  Strahlen  eines  solchen 
Kegels  liegen  symmetrisch  bezüglich  einer  bestimmten 
seiner  Symmetrieebenen,  die  durch  die  Doppelpunkte  U, 
E  von  k^  geht.  Die  cyklischen  Ebenen  des  Kegels  sind 
zu  je  einem  seiner  beiden  durch  U  und  E  gehenden 
Strahlen  normal. 

Da  wir  den  Rotationszylinder,  durch  den  die  Raum- 
kurve aus  ihrem  unendlich  fernen  Punkt  projiziert  wird, 
als  einen  ausgearteten  orthogonalen  Kegel  auffassen 
können,  so  liegen  auch  dessen  Strahlen  symmetrisch  be- 
züglich einer  Ebene  s,  welche  den  Zylinder  in  den 
Doppelstrahlen  p,  q  schneidet  und  durch  seine  Axe 
geht.  Wenn  wir  einen  Punkt  S  von  k^  an  der  eigent- 
lichen Doppelebene  '\>  der  symmetrischen  Involution  u 
und  dann  nochmals  an  e  spiegeln,  so  geht  er  in  seinen 
zugeordneten  Punkt  Si  über.  Die  Raumkurve  k^  liegt 
also  symmetrisch  bezüglich  der  Schnittlinie  w  der  Ebenen 
£  und  cp. 

Wir  fassen  das  Bewiesene  zusammen  in  dem  Satz: 
„Zwei  kongruente  Bündel,  welche  kein  Element 
entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  eine  Strahlen- 
kongruenz erster  Ordnung  dritter  Klasse,  deren  Ord- 
nungskurve eine  ausgezeichnete  räumliche  Ellipse  k^ 
ist.  Letztere  windet  sich  auf  einem  Rotationszylinder 
und  liegt  symmetrisch  bezüglich  einer  zur  Zylinderaxe 
senkrechten  Unisekante  w.  Sie  kann  auf  co^  Arten 
durch  Paare  kongruenter  Bündel  erzeugt  werden, 
deren  Mittelpunkte  auf  k^  involutorisch  gepaart  sind 
und  symmetrisch  bezüglich  w  liegen.     Mit  Ausnahme 
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von  ^>^^  g-leichseitigen  hyperbolischen  Paraboloiden 
sind  alle  durch  k^  gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung- 
orthogonal;  sie  schneiden  die  zur  Zylinderaxe  recht- 
winkligen Ebenen  in  Kreisen." 

§  12. 
Erzeugnisse  kongruenter  Felder. 

I.  Lineare  Strahlenkongruenzen. 

Wenn  zwei  kongruente  ebene  Felder  r„  -qi  einen 
eigentlichen  Strahl  s  =  si,  aber  nicht  alle  seine  Punkte 
entsprechend  gemein  haben,  so  erzeugen  sie  eine  lineare 
Strahlenkongruenz.  Die  homologen  kongruenten  Punkt- 
reihen der  Felder,  deren  Träger  s  ist,  können  gleich - 
oder  gegenläufig  sein;  dementsprechend  wird  s  einen 
unendlich  fernen  Doppelpunkt,  oder  zwei  reelle  Doppel- 
punkte enthalten,  von  denen  einer  unendlich  fern  liegt. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Kongruenz  eine  parabolische, 
und  ihre  Leitgerade,  die  zugleich  ein  Strahl  der  Kon- 
gruenz ist,  liegt,  wie  leicht  ersichtlich,  unendlich  fern 
in  einer  a  der  beiden  Ebenen,  welche  die  Flächenwinkel 
(rj,  r,i)  halbieren  Die  Kongruenz  wird  von  je  zwei 
durch  s  gehenden  Ebenen,  die  mit  dieser  Ebene  gleiche 
Winkel  bilden,  in  kongruenten  ebenen  Feldern  ge- 
schnitten. Die  Strahlen  der  Kongruenz  liegen  büschel- 
weise in  a  und  den  zu  a  parallelen  Ebenen ;  die  in 
einer  Ebene  liegenden  sind  unter  sich  parallel.  Da  also 
kein  Kongruenzstrahl  bezüglich  seiner  Lage  vor  anderen 
ausgezeichnet  ist,  so  folgt: 

„Eine  parabolische  Strahlenkongruenz,  deren  Leit- 
gerade unendlich  fern  liegt,  kann  auf  <^^  Arten  durch 
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Paare  kongruenter  Felder  erzeugt  werden.  Die  Ebenen 
eines  jeden  Paares  dieser  kongruenten  Felder  schneiden 
sich  in  einem  Strahl  der  Kongruenz  und  bilden  mit 
der  Ebene,  die  den  Strahl  mit  der  unendlich  fernen 
Leitgeraden  verbindet,  gleiche  Winkel." 

In  dem  Falle,  dass  s  zwei  Doppelpunkte  enthält, 
erzeugen  die  kongruenten  Felder  tj,  r,i  eine  hyperbolische 
lineare  Kongruenz.  Die  beiden  Leitgeraden  dieser  Kon- 
gruenz liegen  in  den  Halbierungsebenen  a,  ß  der 
Flächenwinkel  (r,,  r,i)  und  gehen  durch  die  Doppelpunkte. 
Die  durch  den  unendlich  fernen  Doppelpunkt  gehende 
liegt  selbst  unendlich  fern,  die  andere  steht  senkrecht 
auf  s.  Die  Kongruenz  besteht  also  aus  den  Strahlen, 
welche  die  eigentliche  Leitgerade  u  senkrecht  schneiden ; 
durch  Drehung  um  u  ändert  sie  sich  nicht,  ist  also 
rotatorisch.  Je  zwei  durch  s  gehende,  zu  u  gleich  ge- 
neigte Ebenen,  schneiden  die  Kongruenz  in  kongruenten 
Punktfeldern ;  denn  sie  schneiden  die  Büschel  der  Kon- 
gruenzstrahlen, die  in  je  einer  zu  u  normalen  Ebene 
liegen,  in  kongruenten  Punktreihen.  Da  s  vor  den 
anderen  Strahlen  der  Kongruenz  seiner  Lage  nach  nicht 
ausgezeichnet  ist,  so  ergibt  sich: 

„Eine  rotatorische  lineare  Strahlenkongruenz,  deren 
Strahlen  eine  reelle  Gerade  u  senkrecht  schneiden, 
kann  auf  <>^^  Arten  durch  Paare  kongruenter  Felder 
erzeugt  werden.  Die  Träger  jedes  Paares  haben  einen 
Strahl  der  Kongruenz  gemein  und  gleiche  Neigung 
zur  Leitgeraden  u."    (Yergl.  §  11,  I.) 

Wir  beziehen  uns  auf  die  Untersuchung  collokaler 
Felder  in  „Reye,  Geom.  d.  Lage,  3.  Aufl.  Leipzig  1892; 
Bd.  II,  pg.  69/70"  und  finden,  dass  zwei  collokale  kon- 
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gruente  Felder  in  allg-emeiner  Lag-e  folg-ende   Elemente 
entsprechend  g-emein  haben : 

1.  Die  unendlich  ferne  Gerade  u,  keinen  reellen 
Punkt  auf  ihr,  und  den  eig-entlichen  Punkt  S  =  81. 

2.  Die  unendlich  ferne  Gerade  u,  zwei  reelle  Punkte 
U,  V^  auf  ihr,  und  die  eig-entliche  Gerade  g=^gi 
durch  einen  U  dieser  Punkte;  V  liegt  dann  auf 
der  Normalen  zu  g-. 

Denken  wir  uns  nun  die  Felder  in  parallele  Lag'e 
g-ebracht,  so  erg-ibt  sich  folg^endes: 

Wenn  zwei  kongruente  ebene  Felder  r,,  r^  ihre  un- 
endlich ferne  Gerade  u,  aber  keinen  reellen  Punkt  ent- 
sprechend gemein  haben,  so  gibt  es  auf  ihnen  zwei 
homolog-e  Punkte  S,  Si  deren  Verbindung-sg-erade  zu 
ihnen  normal  ist.  Zum  Beweise  projiziere  man  das 
Feld  r,i  rechtwinklig  auf  'q.  Durch  Drehung  von  vji 
um  SSi  kann  -/ji  in  Perspektive  Lage  zu  'q  gebracht 
werden.  Daraus  folgt,  dass  je  zwei  Kreise  in  'q  und  'qi, 
die  gleiche  Radien  und  S,  Si  zu  Mittelpunkten  haben, 
einander  entsprechen  und  eine  Regelschar  eines  Rota- 
tionshyperboloides erzeugen.  Die  Strahlen  der  durch  'q 
und  r,i  erzeugten  linearen  Kongruenz  verteilen  sich  also 
auf  ^^^  Rotationshyperboloide,  deren  Rotationsaxen  und 
Mittelpunkte  zusammenfallen : 

„Zwei  kongruente  ebene  Felder,  die  ihre  unend- 
lich ferne  Gerade  u,  aber  keinen  reellen  Punkt  auf 
ihr  entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  eine  rota- 
torische lineare  Strahlenkongruenz,  deren  Strahlen  auf 
konzentrischen  Rotationshyperboloiden  liegen,  Sie 
kann  auf  >^^  Arten  durch  Paare  paralleler  kon- 
gruenter Felder  erzeugt  werden,   deren  Träger  durch 
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die  unendlich  ferne  Gerade  u  gehen  und  bezüglich 
des  Mittelpunktes  der  Hyperboloide  symmetrisch 
liegen." 

Man  beachte,  dass  dieselbe  Kongruenz  auch  durch 
kongruente  Bündel  erzeugt  werden  kann  (§11,  I). 

Wenn  zwei  kongruente  Felder  "/j,  r,i  ihre  unendlich 
ferne  Gerade  u  und  zwei  reelle  Punkte  U,  V  auf  ihr 
entsprechend  gemein  haben,  so  gibt  es  auf  ihnen  zwei 
homologe  Gerade  g,  gi,  die  durch  U  gehen,  und  deren 
Verbindungsebene  zu  "/j  und  r,i  normal  ist.  Die  Yer- 
bindungsstrahlen  homologer  Punkte  von  g  und  gi  sind 
parallel.  Jeder  zu  g  normalen  Geraden  h  von  r^  ent- 
spricht in  'qi  eine  zu  gi  normale  Gerade  hi.  Die  Ver- 
bindungsstrahlen homologer  Punkte  der  Geraden  h,  hi 
liegen  in  der  Ebene  (hhij  und  bilden  einen  Büschel 
erster  Ordnung.  Dessen  Mittelpunkt  liegt  auf  der 
Schnittgeraden  der  Ebene  (ggi)  und  (hhi)  und  hat  gleichen 
Abstand  von  g  und  gi;  sein  Ort  ist  eine  zu  g  und  gi 
parallele  Gerade  v,  die  Mittelgeradc  des  von  g  und  gi 
begrenzten  Parallelstreifens.     Daraus  folgt: 

„Eine  lineare  Htrahlenkongruenz,  deren  Strahlen 
eine  eigentliche  Gerade  v  schneiden  und  in  parallelen, 
zu  V  nicht  normalen  Ebenen  liegen,  kann  auf  oo^ 
Arten  durch  Paare  kongruenter  Felder  erzeugt  werden. 
Die  kongruenten  Felder  liegen  in  parallelen  Ebenen 
und  haben  von  v  paarweise  gleichen  Abstand." 

11.  Ötrahlenkongruenz   erster  Klasse    zweiter 
Ordnung. 

Zwei  kongruente  ebene  Felder  '^,  -/ji,  die  in  ver- 
schiedenen Ebenen  liegen,  und  einen  Punkt,  aber  keine 
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Gerade  entsprechend  gemein  haben,  erzeugen  bekanntlich 
eine  Strahlenkongruenz  erster  Klasse  zweiter  Ordnung. 
Die  Felder  "/j  und  r^i  schneiden  sich  im  Strahl  a^bi,  ihr 
entsprechend  gemeinsamer  Punkt  auf  a  sei  S  ^=  Si.  Dann 
erzeugen  ihre  homologen  kongruenten  Strahlenbüschel, 
die  S=^Si  zum  Mittelpunkt  haben,  ein  Ebenenbüschel 
zweiter  Ordnung  (vgl.  §  6).  Die  Ebenen  dieses  Büschels 
sind  singulare  Ebenen,  weil  sie  je  oci  parallele  Kon- 
gruenzstrahlen enthalten;  diese  Strahlen  verbinden  je 
zwei  homologe  Punkte  der  kongruenten  Felder.  Wenn 
wir  einen  Punkt  A=^Bi  auf  a  =  bi  mit  seinen  beiden 
homologen  Punkten  Ai  auf  ai  und  B  auf  b  verbinden, 
so  erhalten  wir  zwei  incidente  homologe  Gerade  AB,  Aißi 
der  kongruenten  Felder  /j,  -/ji,  die  sich  in  einem  von  S 
verschiedenen  Punkte  schneiden.  Die  Verbindungsebene 
dieser  Geraden  enthält  einen  parabolischen  Büschel  von 
Kongruenzstrahlen,  die  homologe  Punkte  von  r^  und  yji 
verbinden;  sie  ist  also  eine  singulare  Ebene  der  Kon- 
gruenz. Dasselbe  gilt  von  jeder  zu  ihr  parallelen 
Ebene,  denn  wo  wir  auch  den  Punkt  A  =  Bi  auf 
a  =  bi  annehmen,  stets  sind  die  Strecken  SA  (oder 
SiBi),  SB  und  SAi  gleich.  Mit  Berücksichtigung 
eines  früheren  Satzes  (§  6)  ergibt  sich: 

„Der  Ort  von  singulären  Ebenen  einer  von  zwei 
kongruenten  Feldern  erzeugten  Strahlenkongruenz 
erster  Klasse  zweiter  Ordnung,  ist  ein  Ebenenbüschel 
zweiter  Ordnung  (vergl.  §  6)  und  ein  Parallelebenen- 
büschel.  Die  Kongruenz  kann  auf  oo^  Arten  durch 
zwei  kongruente  Felder  erzeugt  werden,  deren  Ebenen 
in  dem  Büschel  zweiter  Ordnung  enthalten  sind." 
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Der  Büschel  zweiter  Ordnung  von  singulären  Ebenen 
der  Kongruenz  umhüllt  einen  parabolischen  Zylinder, 
wenn  der  entsprechend  gemeinsame  Punkt  von  r^  und  r,i 
unendlich  fern  liegt. 

III.  Strahlenkongruenz   erster  Klasse   dritter 
Ordnung  und  ihre  Ordnungskurve. 

Zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende  kongruente 
Felder  -q',  r^,  welche  kein  Element  entsprechend  gemein 
haben,  erzeugen  ein  kubisches  Ebenengewinde  y.^  und  die 
Kongruenz  erster  Klasse  dritter  Ordnung  seiner  bipla- 
naren  Axen.  Weil  eine  Ebene  von  x^  unendlich  fern 
liegt  als  Verbindungsebene  der  homologen  unendlich 
fernen  Punktreihen  u',  ui'  von  "/]',  t,i',  so  ist  das  Ge- 
winde x^  ein  parabolisches.  Die  kongruenten  Punktreihen 
u',  ui'  werden  aus  einem  Punkte  Ö  durch  kongruente 
Strahlenbüschel  projiziert,  und  diese  erzeugen  einen 
Ebenenbüschel  ß^  zweiter  Ordnung,  dessen  Ebenen  die 
unendlich  fernen  Biplanaren  von  x^  projizieren.  \)  Der 
Büschel  ß2  kann  auf  ooi  Arten  durch  kongruente 
Strahlenbüschel  erster  Ordnung  erzeugt  werden  (§  6), 
deren  Ebenen  in  p  eine  Involution  bilden.  Je  zwei 
zugeordnete  Ebenen  cf,  '^i  bilden  gleiche  Winkel 
mit  den  Doppelebenen  s  bezw.  si  dieser  Involution, 
welche  Scheitelebenen  von  ß^  sind;  ihre  Schnittlinien 
mit  £  bezw.  si  bilden  gleiche  Winkel  mit  den  resp. 
Scheitelstrahlen,    den    Berührungsstrahlen    der    Doppel- 

1)  Vergl.  Keye,  Geom.  d.  Lage,  3.  Aufl.  Leipzig  1892;  Bd.  II, 
pg.  215. 
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ebenen.  Die  beiden  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  cp',  cpi' 
des  Gewindes  /^  schneiden  dessen  Biplanaren  in  homo- 
logen Punkten  coUinearer  Felder,  und  diese  Felder  sind 
ähnlich,  weil  ihre  unendlich  fernen  Punktreihen  einander 
entsprechen  und  kongruent  sind.  Wir  wollen  zeigen, 
dass  diese  ähnlichen  Felder  selbst  kongruent  sind. 

Von  den  beiden  Doppelebenen  ^,  zi  ist  jedenfalls 
die  eine  s  zu  einer  eigentlichen  Ebene  s'  von  x^  parallel. 
Die  Spuren  von  3'  in  den  kongruenten  Feldern  r/,  r,i' 
sind  zwei  Biplanaren  g',  gi'  von  x^  und  die  Träger  ho- 
mologer kongruenter  Punktreihen  von  "/j'  und  r/i.  Diese 
Punktreihen  erzeugen  oo^  Biplanaren  von  x^,  die  Tang- 
enten einer  in  s'  liegenden  Parabel.  Die  Scheiteltangente 
der  Parabel  ist  die  Berührungsbiplanare  von  x^  in  s', 
denn  sie  ist  zu  dem  in  s  liegenden  Scheitelstrahl  von  ß^ 
parallel  und  bildet  gleiche  Winkel  mit  g'  und  gi'. 
Auch  die  Spuren  h',  hi'  der  Ebenen  cf'  und  cpi'  in  s' 
berühren  die  Parabel  und  bilden  mit  ihrer  Scheitel- 
tangente gleiche  Winkel.  Denn  die  Spuren  h,  hi  der 
zu  '-p'  und  'fi'  parallelen  Ebenen  cp,  cpi  in  s  bilden  gleiche 
Winkel  mit  dem  in  £  liegenden  Scheitelstrahl  von  ß^. 
Folglich  schneiden  h'  und  hi'  die  Parabeltangenten  in 
homologen  Punkten  kongruenter  Punktreihen,  und  da 
diese  in  den  ähnlichen  Feldern  9',  'fi'  einander  ent- 
sprechen, so  sind  die  Felder  kongruent. 

Die  zur  Doppelebene  si  der  Involution  in  ß^  pa- 
rallele Ebene  £1'  des  parabolischen  Gewindes  x^  geht 
durch  die  unendlich  ferne  Tangente  der  von  den  Bipla- 
naren in  £'  umhüllten  Parabel  und  liegt  selbst  unendlich 
fern.     Wir  erhalten  das  Resultat: 
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„Ein  von  zwei  kongruenten  Feldern  erzeugtes 
parabolisches  Ebenengewinde  x^  kann  auf  oo^  Arten 
durch  koDgruente  Felder  erzeugt  werden,  deren  Ebenen 
eine  Involution  in  x^  bilden.  Die  eine  Doppelebene 
dieser  Involution  liegt  unendlich  fern,  die  andere 
bildet  mit  je  zwei  zugeordneten  Ebenen  der  Involution 
gleiche  Winkel." 


Lebenslauf. 


Ich  Carl  Otto  Gottfried  Andriessen  wurde  am 
11.  Oktober  1874  als  Sohn  des  Kaufmanns  Carl  A. 
Andriessen  in  Rheydt  (Bez.  Düsseldorf)  geboren.  Ich 
besuchte  die  Vorbereitungsschule  in  Rheydt  bis  zu  mei- 
nem neunten  Jahre;  darauf  das  Realprogymnasium, 
welches  ich  im  Jahre  1891  mit  dem  Reifezeugnis  ver- 
liess.  Nach  elfjähriger  kaufmännischer  Praxis  trat  ich, 
durch  private  Studien  vorbereitet,  in  die  Oberprima 
der  Oberrealschule  in  Rheydt  ein  und  bestand  dort  im 
März  1903  die  Reifeprüfung.  Ich  widmete  mich  dem 
Studium  der  Mathematik  und  Physik  in  Göttingen,  Bonn 
und  seit  Herbst  1904  in  Strassburg. 

Meine  fachwissenschaftUche  Ausbildung  verdanke 
ich  den  Herren  Professoren : 

Klein,  Riecke,  Schilling,  Zermelo  in  Göttingen, 

Kaufmann,  Kayser,  Kortum,  Möunichmeyer,  Müller 
in  Bonn, 

Braun,  Cohn,  Disteli,  Reye,  Timerding,  Weber, 
Wellstein  in  Strassburg. 

Allen  meinen  Lehrern,  besonders  aber  Herrn  Pro- 
fessor Dr.  Reye,  der  mir  die  Anregung  zur  vorliegenden 
Arbeit  gab,  und  mich  in  liebenswürdiger  Weise  unter- 
stützte,  spreche  ich  meinen  herzlichsten  Dank  aus. 
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